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ZADANIE 1.
Czy d(x, y) = (x− y)2 jest metryka̧ na prostej rzeczywistej? Odpowiedź uzasadnij!

ROZWIA̧ZANIE: Nie. Nie speÃlniony jest warunek trójka̧ta, na przykÃlad d(0, 1) = 1,
d(1, 2) = 1, d(0, 2) = 4, wiȩc d(0, 2) > d(0, 1) + d(1, 2).

ZADANIE 2.
Udowodnij, że w dowolnej przestrzeni metrycznej cia̧g podstawowy maja̧cy podcia̧g
zbieżny jest zbieżny.

ROZWIA̧ZANIE: Niech (an) bȩdzie cia̧giem podstawowym i (ank
) jego podcia̧giem

zbieżnym do jakiej́s granicy a. Ustalmy ε > 0. Istnieje n0 takie, że dla n,m > n0

mamy d(an, am) < ε
2 (podstawowość). Ponadto istnieje k0 takie, że dla k > k0

mamy d(ank
, a) < ε

2 (zbieżność podcia̧gu). Zatem kÃlada̧c n1 = max{n0, nk0} i
posiÃlkuja̧c siȩ punktem ank

z jakimkolwiek indeksem k > k0 otrzymujemy, dla
n > n1

d(an, a) ≤ d(an, ank
) + d(ank

, a) < ε
2 + ε

2 = ε.

Wykazalísmy zbieżność cia̧gu (an) do granicy a.

ZADANIE 3.
Niech X bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧ i niech f : X → Y bȩdzie dowolna̧ funkcja̧
o wartościach w przestrzeni dyskretnej Y . Wykaż, że zbiór punktów niecia̧gÃlości
funkcji f jest domkniȩty.

ROZWIA̧ZANIE: Pokażemy równoważnie, że zbiór punktów cia̧gÃlości jest otwarty.
Jeśli jest to zbór pusty, to jest on otwarty. ZaÃlóżmy wiȩc niepustość i niech x0 bȩdzie
punktem cia̧gÃlości funkcji f . Zatem na pewnym otoczeniu U punktu x0 funkcja ta
przyjmuje wartości y ∈ Y różnia̧ce siȩ od y0 = f(x0) o mniej niż 1. Ale w metryce
dyskretnej to oznacza, że na U funkcja jest staÃla i równa y0 (różne wartości dzieli
odlegÃlość równa 1). Zatem każdy punkt x zbioru U speÃlnia warunek, że na pewnym
jego otoczeniu (mianowicie na U) funkcja jest staÃla, a zatem różni siȩ od f(x) o
mniej niż dowolny ε > 0, czyli x też jest punktem cia̧gÃlości. Pokazalísmy, że zbiór
punktów cia̧gÃlości każdy swój punkt x0 zawiera wraz z pewnym otoczeniem, wiȩc
jest to zbiór otwarty.

ZADANIE 4.
Oblicz granicȩ cia̧gu rekurencyjnego
a1 = 13π,
an+1 = 7

8an + 50.

ROZWIA̧ZANIE: Rozważmy odwzorowanie f : R→ R zadane wzorem

f(x) = 7
8x + 50.

Jego pochodna jest staÃla i wynosi 7
8 , a wiȩc speÃlnia ono warunek Lipshitza ze staÃla̧

mniejsza od jeden, czyli jest to odwzorowanie zbliżaja̧ce. Rozważany cia̧g, to cia̧g
iteracji fn(a1). Z twierdzenia Banacha (R jest przestrzenia̧ zupeÃlna̧) cia̧g ten zbiega
do jedynego fixpunktu odwzorowania f . Aby znaleźć ten fixpunkt rozwia̧zujemy
równanie f(x) = x, czyli x = 7

8x+50. Rozwia̧zaniem jest x0 = 400 i to jest szukana
granica.



ZADANIE 5.
Niech f bȩdzie funkcja̧ rzeczywista̧ cia̧gÃla̧ określona̧ na przestrzeni metrycznej zwartej
X. Wykaż, że jeśli ∀x∈X f(x) > 0, to istnieje ε > 0 taki, że ∀x∈X f(x) ≥ ε.

ROZWIA̧ZANIE: Funkcja cia̧gÃla na zbiorze zwartym osia̧ga swoje minimum w
jakimś punkcie x0. Ponieważ f(x0) > 0, to wystarczy przyja̧ć ε = f(x0).
Inny sposób: Przypuśćmy, że to nie prawda. Wtedy dla dowolnego ε, na przykÃlad
dla 1

n , istniaÃlby punkt xn taki, że f(xn) < 1
n . Wybierzmy podcia̧g zbieżny xnk

cia̧gu xn i jego granicȩ oznaczmy przez x0. Z cia̧gÃlości funkcji f mamy f(x0) =
lim f(xnk

) ≤ lim 1
nk

= 0. Sprzeczność, bo f(x0) > 0.

ZADANIE 6.
Niech A bȩdzie podzbiorem I kategorii prostej rzeczywistej R. Udowodnij, że dla
pewnego x ∈ R translacja A+x = {a+x : a ∈ A} zbioru A jest rozÃla̧czna ze zbiorem
liczb wymiernych.

ROZWIA̧ZANIE: ZaÃlóżmy, że to nie prawda. Wtedy dla każdego x istniaÃloby a ∈ A
takie, że a+x = q ∈ Q, czyli a−q = −x. Zapiszmy to z kwantyfikatorami:

∀x∈R ∃a∈A ∃q∈Q a−q = −x.

Kwantyfikatory szczegóÃlowe można przestawić i zamienić na sumy zbiorów. Suma
po a ∈ A punktów a−q daje translacjȩ A−q zbioru A. Zatem piszemy

∀x∈R
⋃

q∈Q

A−q 3 −x.

Ponieważ −x przebiega caÃly zbór R, wiȩc dostalísmy
⋃

q∈Q

A−q = R.

Jest to sprzeczność z twierdzeniem Baire’a, bowiem:
(1) każda translacja jest homeomorfizmem caÃlej prostej na siebie, zatem translacja

A−q zbioru I kategorii jest zbiorem I kategorii,

(2) suma indeksowana liczbami wymiernymi jest przeliczalna, zatem caÃla suma
jest też zbiorem I kategorii,

(3) R jest przestrzenia̧ mertyczna̧ zupeÃlna̧, wiȩc nie jest I kategorii.

ZADANIE 7.
Wykaż, że w zbiorze RR (wszystkich funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczywistej)
z topologia̧ produktowa̧ funkcje cia̧gÃle tworza̧ podzbiór gȩsty.

ROZWIA̧ZANIE: Zbiór otwarty bazowy U w topologii produktowej wygla̧da tak:
ustalamy skończenie wiele punktów x1, x2, . . . , xn i skończenie wiele niepustych
zbiorów otwartych U1, U2, . . . , Un na prostej. Zbiór U to zbiór wszystkich funkcji
speÃlniaja̧cych warunki f(x1) ∈ U1, f(x2) ∈ U2, . . . , f(xn) ∈ Un. Wystarczy
wskazać funkcjȩ cia̧gÃla̧ należa̧ca̧ do U . W tym celu wybierzmy dowolne wartości
y1 ∈ U1, y2 ∈ U2, . . . , yn ∈ Un i niech f bȩdzie funkcja̧ Ãlamana̧ przechodza̧ca̧ przez
punkty (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn). Funkcja ta speÃlnia warunki klasyfikuja̧ce
ja̧ do zbioru U i jako Ãlamana jest cia̧gÃla.
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